71. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY (2021/22)

|. kolo kategorie Z5

Z5-1-1
Do kruhovych policek doplitte prirozena ¢isla od 1 do 20 tak, aby kazdé ¢islo bylo
pouzito pravé jednou a soucasné platily vSechny uvedené vztahy. (M. Smitkovad)

Napovéda. Néktera policka pripousti méné moznosti ke zkousSeni nez jina.
Mozné feseni. Pii dopliovani je vhodné zacit s policky predchézejicimi déleni. Pfitom
vetsi delitel znamend méné moznosti.

Napf. ve druhém poli¢ku na prvnim fadku muze byt bud 8, nebo 16 (jedina ¢isla
od 1 do 20 délitelnd 8). Pokud by v tomto policku bylo 16, muselo by v pfedchozim
policku byt 21 (21 — 5 = 16), coz je ovSem vic nez 20. Proto je v onom policku 8. Podle
predepsanych operaci doplnime cely fadek a ovérime, ze se zadné cislo neopakuje:

OO 000
Ve druhém poli¢ku na druhém Fadku mize byt bud 7, nebo 14 (jedina ¢isla od 1 do

20 délitelna 7). Cislo 7 je uz pouzito v predchozim fadku, tedy je v onom policku 14.
Podle predepsanych operaci doplnime cely radek a ovérime, ze se zadné ¢islo neopakuje:

O O O O= 0
Ve tfetim policku na tfetim fadku muze byt 5, 10, 15, nebo 20 (jedina ¢isla od
1 do 20 délitelna 5). Zadné z téchto &isel neni zatim pouzito, takZze miizeme zkouset
dosazovat:
e Pokud bychom dosadili 5, resp. 10, potom by v nasledujicim policku (po déleni 5)
bylo 1, resp. 2. Obé tato cisla jsou jiz pouzita na predchozich radcich.

e Pokud bychom dosadili 15, potom by v pfedchozim policku bylo 12 (12 4+ 3 = 15)
a v prvnim policku 14 (14 — 2 = 12). Toto ¢islo je vSak pouzito na druhém Fadku.
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e Nezbyva nez dosadit 20. Podle predepsanych operaci doplnime cely fadek a oveé-
fime, zZe se zadné cislo neopakuje:

Na posledni radek zbyvaji zatim nepouzita ¢isla 3, 5, 10, 12 a 15. V prvnim policku

musi byt 12 (jediné z téchto ¢isel délitelné 4). Doplnéni podle pfedepsanych operaci
vycCerpava prave zbyla cisla, tedy se vskutku nic neopakuje:

@0

Z5-1-2

Trpaslici natirali krychlové kostky zelenou a bilou barvou tak, ze kazda sténa byla
celé obarvena jednou z téchto dvou barev. Po chvili si v§imli, Ze nékteré obarvené kostky
vypadaji po vhodném pootoceni zcela stejné a zacali je podle tohoto hlediska tiidit do
skupin (ve stejné skupiné jsou stejné obarvené kostky).

Kolik nejvyse skupin mohli takto dostat? (1. Jancigova)

Napovéda. V jakych vztazich mohou byt dvojice stén krychle?
Mozné reSeni. Krychle méa Sest stén, pri¢emz kazda sténa sousedi se ¢tyfmi dalsimi
sténami (maji spole¢nou hranu) a s jednou sténou je rovnobézné (zadny spoleény bod).
Mozné obarveni muZzeme t¥idit podle poctu zelenych (resp. bilych) stén. Takto
dostavame sedm moznosti, pro néz postupné rozebereme rizné typy obarveni.
e 7Z4dn4 sténa zelena (vSechny bilé): viechny takové krychle vypadaji stejné, tedy
mame jediny typ.

\

e Dvé stény zelené (Gtyfi bilé): rozliSujeme dva typy podle toho, zda spolu zelené
stény sousedi, ¢i nikoli.



e TTi stény zelené (t¥i bilé): rozlisujeme dva typy, podle toho, zda zelené stény sousedi
po dvou, ¢i vSechny navzajem.

e Ostatni pfipady neni tfeba vypisovat: diskuze pro moznosti s prohozenymi pocty
zelenych a bilych stén jsou stejné.

Celkem dostavame 1 +1+2+ 2+ 2+ 1+ 1 = 10 typa obarveni. Trpaslici mohli
dostat nejvyse 10 skupin obarvenych kostek.

7Z5-1-3

Adamek prepocitaval svoji sbirku duhovych kulicek. Zjistil, Ze je muze rozdélit do
stejné pocetnych hromadek, a to vicero zptsoby. Kdyby je rozdélil do tii hromadek,
bylo by v kazdé hromadce o osm kulicek vic, nez by bylo v kazdé hromadce pti déleni
do ¢tyt hromadek.

Kolik mél Adamek duhovych kulicek? (E. Semerddovad)

Napovéda. Predstavte si skuteéné preskupovani kulicek ze ¢tyf hromadek do tii.

Mozné resSeni. Preskupovani kulicek ze ¢tyr hromadek do tii lze provést tak, ze
vSechny kulicky z jedné hromadky se rozdéli do tfech zbylych.

V kazdé ze t¥i novych hromadek bylo o osm kulicek vic nez ptivodné, tedy hro-
médka, ze které se rozdavalo, méla 24 kulicek (3 - 8 = 24).

Vsechny hromadky byly stejné pocetné a ptivodné byly ¢tyti, tedy Adamek mél 96
kulicek (24 - 4 = 96).

Poznamka. Pokud neznamy pocet kulicek v kazdé ze ¢tyf hromédek oznacéime k,
potom podminku ze zadani lze vyjadfit jako 4k = 3 - (k + 8). Rozepsanim dostavame
4k = 3k + 24, tedy k = 24.



7Z5-1-4

Jarda vystrihl z rohu Sachovnice néasledujici utvar sestavajici z patnacti poli:

Nasledné odsttihl nékolik dalsich poli, a to tak, ze vysledny utvar neobsahoval diry
a nerozpadal se, mél stejny pocet Cernych a bilych poli a mél nejveétsi mozny obsah.
Navic zjistil, Zze ze vSsech moznych utvari s témito vlastnostmi mél ten jeho nejvétsi
mozny obvod.

Ktera pole Jarda dodate¢né odsttihl? Uréete vSechny moznosti. (M. Petrova)

Napovéda. Jakou barvu méla vystiizend pole? A kolik jich bylo?

Mozné feSeni. Puvodni Jardiv utvar tvorilo 9 ¢ernych a 6 bilych poli, tedy ¢ernych
poli bylo o 3 vic nez bilych. Pokud po odstfizeni dalsich poli mél atvar stejny pocet
bilych a ¢ernych poli a soucasné nejveétsi mozny obsah, musel Jarda odstrihnout 3 cerna
pole. Pro snazsi vyjadirovani si pole oznac¢ime jako na bézné Sachovnici:

— N W e Ot

Aby novy utvar neobsahoval diry a ani se nerozpadl na vice ¢asti, nemohl Jarda
odsttihavat pole jen tak (jisté napf. nemohl odstfihnout pole b2 ¢i pole cl spoleéné
s polem d2). S timto védomim prozkouméme, jak odst¥izeni jednotlivych poli ovliviiuje
obvod utvaru:

e Po odsttizeni kteréhokoli z poli ab a el se obvod zmensi — misto pivodnich t¥i
stran se na obvodu projevi jedna nova.

e Po odsttizeni kteréhokoli z poli al, b4, c¢3 a d2 se obvod nezméni — misto ptivodnich
dvou stran se na obvodu projevi dvé nové.

e Po odstiizeni kteréhokoli z poli a3 a cl se obvod zvétsi — misto ptivodni jedné
strany se na obvodu projevi t¥i nové.

Tedy Jarda odstfihl pole a3, cl1 a déale bud al, nebo ¢3 (kazda jind volba by méla
za nasledek rozpad ¢i vétsi obvod utvaru):



=N W R Ot
N W R Lt

Z5-1-5
Na papiru byl sestrojen ¢tverec ABC'D se stranou 4 cm. Pavel sestrojil vrcholy

obdélniku, ktery mél trikrat vétsi obsah nez ¢tverec ABCD. Pritom rysoval pouze
kruznice, protoze pravitko nenasel.

Jak mohl Pavel postupovat? Popiste alespon jednu konstrukci. (K. Pazourek)
Napovéda. Uvazte nejprve obdélnik sloZzeny ze dvou shodnych ¢tverct.

Mozné reseni. Pavluv obdélnik pojmenujeme K LM N. Tento obdélnik muze byt slo-
zen ze ¢tverce ABC'D a dalsich dvou s nim shodnych ¢tvercd napt. takto:

N D C M

K A B L

Usecka AK je shodné se stranou ¢tverce, tedy bod K lezi na kruznici se stfedem
v bodé A a s polomérem shodnym s tseckou AB; tuto kruznici oznaéime kq(A, AB).
Usetka DK je shodna s thlop¥ickou ¢tverce, tedy bod K lezi na kruZnici se st¥edem
v bodé D a s polomérem shodnym s tseckou DB; tuto kruznici oznacime ko (D, DB).
Uvédomte si, ze kruznice k; a k3 maji dva spole¢né body — kromé hledaného K jesté
vrchol B daného ctverce.
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Obdobnym zptsobem lze sestrojit zbylé vrcholy obdélniku K LM N. Zkracené je
cela konstrukce popsana takto:
bod K je pruse¢ikem kruznic ky(A, AB) a ko(D, DB) riznym od bodu B,
bod L je pruse¢ikem kruznic l;(B, BA) a l(C,CA) riznym od bodu A,
bod M je pruse¢ikem kruznic m;(C,CD) a my(B, BD) riznym od bodu D,
bod N je prisecikem kruznic nq (D, DC) a na(A, AC) riznym od bodu C.
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Poznamky. Vzajemny vztah ¢tverce ABCD a obdélniku K LM N muzeme uvazovat
také napt. takto:

N=D C P M

K=A B L

V tomto ptipadé staci k sestrojeni bodd L a M jeden dalsi pomocny bod P, tedy
celkem Sest kruznic (misto osmi v predchozim feSeni).

Uvédomte si, ze obdélnikli s trojnadsobnym obsahem vzhledem k danému ctverci
je nepfeberné mnozstvi. Je zajimavé, ze vrcholy kazdého takového obdélniku je mozné
sestrojit, avsak nalezeni prislusné konstrukce neni viibec snadné. Napt. pro obdélnik se
stranami KL =6-AB a LM = % - BC' je hlavnim problémem sestrojeni stfedu tsecky
pouze pomoci kruzitka.

Z5-1-6

Na parkovisti stala auta a bicykly. Pokud by prijelo jedno dalsi auto, bylo by jich
stejné jako bicykli. Pokud by prijelo pét dalsich bicykli, mély by vSechny bicykly stejny
pocet kol jako vSechna auta.

Kolik stalo na parkovisti aut a kolik bicyklu? (M. Dillingerovad)

Napovéda. Predstavte si situaci, kdy souhlasi poc¢ty kol aut a bicyklu.

Mozné rfeSeni. Auto méa C¢tyfi kola, bicykl dvé; jedno auto ma stejny pocet kol jako
dva bicykly.

Bicyklt na parkovisti bylo o jeden vic nez aut. Uvazme situaci, kdy by na parkovisti
bylo o pét bicykli vic nez ptivodné, tedy situaci, kdy by souhlasily pocty kol. V takovém
ptipadé by bylo bicyklt o Sest vic nez aut.



Sest bicyklt navic znamend 12 kol navic. Tento rozdil odpovida pravé Sesti autéim
(auto mé o dvé kola vic nez bicykl a 2-6 = 12). Tedy na parkovisti stalo Sest aut a sedm
bicyklt (o jeden vic nez aut).

Poznamky. Uvahu v poslednim odstavci nahrazuje zkouseni moznosti, kdy se po-
stupné zvysuji pocty dopravnich prostiredkt a kontroluje se jejich rozdil:

aut 3 4 5 6
bicykli 6 8 10 12
rozdil 3 4 5 6

Sledovany rozdil se stale zvétsuje, tedy tloha jiné feseni nema.

Pokud bychom predpokladali, ze kazdé auto ma také jedno rezervni kolo, potom
bychom obdobnymi tivahami dospéli k zavéru, ze na parkovisti stala ctyti auta a pét
bicykli.



71. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY (2021/22)

|. kolo kategorie Z6

Z6-1-1

M4qj jediny syn se narodil, kdyz mi bylo 37 let. To bylo pravé 32 let po smrti
dédecka, a ten zemfel ve svych 64 letech. Dédecek byl o 12 let starsi nez babicka, brali
se v roce 1947, pravé kdyz babicce bylo 18 let.

V kterém roce se narodil mij syn?

Poznamka: pripadné nesrovnalosti souvisejici s konkrétnimi daty narozeni igno-
rujte; mizete napr. predpokladat, ze vSichni jmenovani maji narozeniny ve stejny den.

(M. Smitkovd)

Napovéda. Kolik let bylo dédeckovi jako zZenichovi?

Mozné Feseni. Ulohu mtzeme Fesit podle danych informaci odzadu:

V roce 1947 bylo babicce 18 let a dédeckovi 30 (= 18 4 12).

Dédecek zemtel ve svych 64 letech, tedy 34 let po svatbé (64 — 30 = 34), coz bylo
v roce 1981 (= 1947 + 34).

Syn se narodil 32 let po smrti dédecka, tj. v roce 2013 (= 1981 + 32).

Poznamka. Odvozené souvislosti lze znazornit na ¢asové ose:

“D  *B B+D iD +g

1917 1929 1947 1981 2013

Uvédomte si, Ze bez dalsich upfesnéni je feSeni tllohy nejednoznacné. Pokud by se
napt. dédecek narodil 31.12.1916 a babic¢ka 1.1.1929, byli by od sebe 12 let (a jeden
den), pfitom prvni letopocet by se lisil od vyse uvedeného. Od fesitelt se neocekava
diskuze vice moznosti, nicméné postiehy ¢i priklady tohoto druhu jsou chvalitebné.

76-1-2
Petr mél obdélnik sitky 2cm a neznamé délky. Radka méla obdélnik sitky 2cm,
jehoz délka byla rovna obvodu Petrova obdélniku. Kdyz k sobé obdélniky prilozili jejich

sitkami, ziskali novy obdélnik s obvodem 63 cm.
Urcete obsah Petrova obdélniku. (K. Pazourek)

Napovéda. Vyjadrete obvody obdélniki pomoci délky Petrova obdélniku.

Mozné reseni. Ozna¢me neznamou délku Petrova obdélniku jako d. Petriv obdélnik
mél obvod 4 4 2d (cm), coz byla délka Radé¢ina obdélniku.

d d d 2 2

d d d 2 2
Slozeny obdélnik mél obvod 6d + 12 = 63 (cm). Odtud dostavame 6d = 63 — 12 =

=51 (cm), a tedy d =51:6=17:2(cm).
Petriiv obdélnik mél obsah 2 - d = 17 (cm?).
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Poznamka. Pro jakykoli obdélnik se stranami 2 a a lze vztah mezi jeho obsahem
(S = 2a) a obvodem (0 = 4 + 2a) vyjadfit jako S = o — 4.

Z piedchoziho znézornéni je patrné, Zze obsah Radéina obdélniku je o 8 cm? vétsi
nez dvojnasobek obsahu Petrova obdélniku, ktery oznac¢ime P. Tedy obsah slozeného
obdélniku je

3P +8 =063 —4.

Odtud dostavame 3P = 63 —4 — 8 =51, a tedy P = 17 (cm?).

Z6-1-3

Misa zkouma c¢isla, ktera lze vyjadrit jako soucet alespon dvou po sobé jdoucich
prirozenych ¢isel. Obzvlast ji zajimaji ¢isla, ktera se takto daji vyjadiit vicero zpisoby
(napt. 18 =5+ 6 +7 =3 + 4 + 5 + 6). Cisliim, kterd lze takto vyjadfit alespoii tfemi
zpusoby, fikéa velkolepa.

Najdéte alespon tii Misina velkolepé ¢isla. (V. Hucikovad)

Napovéda. Jaké vysledky lze ziskat souctem dvou, tii atd. po sobé jdoucich pfiroze-
nych cisel?
MozZné reseni. Dvé po sobé jdouci ¢isla davaji soucty

1+2=3, 24+3=5, 3+4=T,

Scitance postupné zvétsujeme o 1, tedy soucty se postupné zvétsuji o 2.
Tt po sobé jdouci ¢isla davaji soucty

1+2+3=6, 2+3+4=9, 3+4+5=12,

Scitance postupné zvétsujeme o 1, tedy soucty se postupné zvétsuji o 3.

Dale zjistujeme, ze nejmensi soucet Ctyt po sobé jdoucich Cisel je 1 +2+ 3 +4 =
=6 4+ 4 = 10 a nasledujici mozné soucty jsou 14, 18, 22, ...

Obdobnymi tvahami dostavame nasledujici prehled soucti nékolika po sobé jdou-
cich c¢isel:

soucty dvou | 3 5 T 9 11 13 15 17 19 21 23

soucty tii 6 9 12 15 18 21 24 27 30 33

soucty ¢tyr | 10 14 18 22 26 30 34 38 42

soucty peti | 15 20 25 30 35 40 45

soucty sesti | 21 27 33 39 45

Hledana velkolepéa cisla jsou takova cisla, kterd patii alespon do tii rtiznych vyse
uvedenych skupin. Tti nejmensi velkolepa ¢isla (a jejich ptislusné rozklady) jsou:

15=7+8=4+54+6=1+2+3+4+5,
21=10+11=6+74+8=1+2+3+4+5+6,
27T=134+14=84+94+10=24+34+44+54+6+4+T7.
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Poznamka. Zpiusobt, jak velkolepa ¢isla hledat, je vice. Napf. pro kazdych Sest po
sobé jdoucich c¢isel plati, Ze soucet prvniho a Sestého ¢isla je stejny jako soucet druhého
a patého, a ten je stejny jako soucet tfetiho a ¢tvrtého; tento soucet je lichy a oznacime
jej a. Soucet vSech Sesti ¢isel je pak roven 3a, coz je ¢islo, které lze vyjadrit jako soucet
t¥1 po sobé€ jdoucich ¢isel a — 1, a, a+ 1. Protoze a je liché ¢islo, je také 3a liché a kazdé
takové cislo je souctem dvou po sobé jdoucich cisel; pfi stavajicim znaceni %(Ba +1)
a 2(3a — 1).

Také plati, ze soucet lichého poctu po sobé jdoucich ¢isel je vidy nasobkem tohoto
poctu. VSechny tyto (a dalsi zajimavé) poznatky lze s ispéchem kombinovat k nalezeni
dalsich velkolepych cisel. Z uvedeného plyne, ze velkolepych ¢isel je neomezené mnozstvi.

726-1-4

Kuba si zapsal ¢tyrmistné cislo, jehoz dveé cislice byly sudé a dveé liché. Pokud by
v tomto cisle vyskrtl obé sudé cislice, dostal by ¢islo ¢tyrikrat mensi, nez kdyby v tomtéz
¢isle vyskrtl obé liché ¢islice.

Které nejvétsi cislo s témito vlastnostmi si mohl Kuba zapsat? (M. Petrovad)
Napovéda. Které nejvétsi ¢islo mohl Kuba dostat po vyskrtnuti sudych ¢islic?

MozZné feseni. Po vyskrtnuti sudych ¢islic méa zbyt ¢islo, které je ¢tyrikrat mensi nez
jiné dvojmistné éislo. Toto ¢islo tedy musi byt mensi nez 25 (4 - 25 = 100, a to uz je
trojmistné).

Po vyskrtnuti sudych ¢islic ma zbyt cislo zapsané lichymi ¢islicemi. Nejvétsi takové
Cislo, které je zaroven mensi nez 25, je ¢islo 19. Avsak 4-19 = 76, coz neni ¢islo tvofené
sudymi c¢islicemi.

Dalsim kandidatem je ¢islo 17. Pro n€j plati 4-17 = 68, coz je ¢islo tvorené sudymi
¢islicemi.

Ctyimistné ¢islo tedy bylo tvoreno lichymi ¢islicemi 1 a 7 (v tomto pofadi) a sudymi
Cislicemi 6 a 8 (v tomto poradi), pfi¢emz pofadi lichych a sudych ¢islic neni nijak
omezeno. Nejvétsi ¢islo splnujici vSechny tyto pozadavky je 6817. A to je nejvétsi Cislo,
které mohl Kuba zapsat.

Dalsi moznosti neni nutné provérovat: ¢tyfnasobek c¢isla mensiho nez 17 je mensi
nez 68, tedy pii splnéni ostatnich podminek vétsi ¢islo nez 6817 dostat nelze.

7Z6-1-5

Mojmir rozstiihal pravidelny Sestitthelnik na 12 shodnych dila. Z téchto dila (ne
nutné ze vsech) skladdal rozliéné pravothlé trojahelniky.

Jak mohly vypadat Mojmirovy slozené trojuhelniky? Narysujte alespon ¢tyfi moz-
nosti. (L. Hozovd)

Napovéda. Vyuzijte déleni na Sest shodnych trojiuhelnik.
MozZné reseni. Pravidelny Sestithelnik lze rozdélit na 12 shodnych trojahelnika pi-
lenim Sesti shodnych rovnostrannych trojihelnikid, z nichz je pravidelny Sestitthelnik

utvoren:
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Z téchto trojuhelnikt lze slozit pravouhlé trojuhelniky pomoci 1, 3, 4, 9, resp. vSech
12 dilt napt. takto:

A N\

Ke zdtivodnéni, ze naznacené skladani je v poradku, je treba si uvédomit, ze pouzité
dily jsou trojuhelniky s vnitinimi thly 30°, 60°a 90°, jejichz nejdelsi strana je shodné
se stranou ptvodniho Sestitthelniku a nejkratsi strana je polovicni.

Poznamky. Uvédomte si, ze jak rozdéleni ptivodniho Sestitthelniku, tak seskupeni dili

(u vétsich trojihelniki) muze vypadat velmi rtiznorodé. Proto i rtiznéd seskupeni dil
v tomtéz trojuhelniku lze povazovat za rizna reseni tlohy. Viz napf. nasledujici ukazky:

Pravidelny Sestithelnik lze rozdélit na 12 shodnych trojihelnikt také nasledujicim
zpusobem:
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Nejvétsi vnitini tthel v kazdém z téchto trojuhelniki je 120°, zbylé dva jsou pri-
blizné 40,9°a 19,1°. Pomoci téchto trojihelniki vSak nelze slozit pravy thel.

Pravidelny Sestitthelnik lze téZz rozdélit na 12 shodnych dild netrojthelnikového
tvaru. Z takovych dila se trojihelniky skladaji jen tézko, pokud viibec.

726-1-6

Pétice kamaradu porovnavala, kolik starého zeleza privezli do sbéru. Primeérné to
bylo 55 kg, avSak Ivan pfivezl jen 43 kg.

Kolik kg v praméru pfivezli bez Ivana? (L. Hozovd)

Napovéda. O kolik kg se lisi Ivanuv prispévek od prameéru?

Mozné feSeni. Ivan privezl 43 kg, tj. o 12 kg méné, nez byl (aritmeticky) primér
vSech kamaradt. Téchto 12 kg odpovida primérné 3 kg na kazdého ze ctyt zbylych
kamarada (12 :4 = 3).

Bez Ivana kamaradi pfivezli pramérné 58 kg zeleza (55 + 3 = 58).

Poznamka. Vsech pét kamaradi dohromady ptivezlo 275 kg Zeleza (5-55 = 275). Bez
Ivana na ostatni ptipadlo 232 kg (275 — 43 = 232), tedy primérné na jednoho 58 kg
(232 : 4 = 58).
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71. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY (2021/22)

|. kolo kategorie Z7

7711

Zizala spiralova razi novy tunel: nejprve miii 10 cm na sever, poté 11 cm na vychod,
poté 12cm na jih, 13cm na zapad atd. (kazdy tsek je o 1cm del$i nez predchozi,
sméry opakuje podle uvedeného vzoru). Zizala souradnicova mapuje dilo svoji kolegyné:
zacatek tunelu oznaéi souradnicemi [0, 0], prvni odboc¢ku soutadnicemi [0, 10], druhou
odbocku [11,10] atd.

Urcete souradnice konce tiseku, ktery ma délku 100 cm. (1. Jancigovad)

Napovéda. Kterym smérem razila zizala tisek dlouhy 100 cm?

Mozné feSeni. Délky tseku (v cm) pro jednotlivé sméry jsou:

smer 1. kolo 2. kolo 3. kolo k. kolo
sever 10 14 18 . 6 + 4k
vychod 11 15 19 e 7+ 4k
jih 12 16 20 e 8+ 4k
zépad 13 17 21 e 9+ 4k

Usek dlouhy 100 cm razila Zizala ve 23. kole v jiznim sméru (8 + 4 - 23 = 100).
Soufadnice koncu téchto tseki jsou [11, —2], [13, —4], [15, —6], ... Prvni soufadnice
se postupné zvétsuje o 2, druhé se zmensuje o 2.

[—4,14] atd.
[—2,12] [13,12]
[0, 10] 11, 10]
0,0]
[—2, —2] (11, —2]
[—4, —4] [13, —4]

Obecné v k. kole jsou soufadnice konce useku v jiznim sméru [9 + 2k, —2k|. Pro
k = 23 dostavame [55, —46], a to jsou soufadnice konce metrového tseku.
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77-1-2
Soucin vékid vSech déti pana Nasobka je 1408. Vék nejmladsiho ditéte je roven

poloviné véku nejstarsiho ditéte.
Kolik déti ma pan Nésobek a kolik je jim let? (L. Hozova)

Napovéda. Jak se lze systematicky vyznat v délitelich daného ¢isla?

Mo#né FeSeni. Prvoéiselny rozklad soucéinu vékt déti je 1408 = 27 - 11. To znamena,
ze vék pravé jednoho z déti je nasobkem 11 a véky ostatnich déti jsou mocninami 2.
Protoze vék nejstarsiho je dvojnasobkem véku nejmladsiho, vek ani jednoho z nich neni
nasobkem 11.

Tedy sourozenci jsou alespon tTi, pficemz nejstarsimu je jisté vic nez 11 let. Z Gvod-
niho rozkladu zjistujeme, Ze nejstarsimu je 16 let, nejmladsimu 8 let a ze zadny dalsi
sourozenec neni:

1408 =(2-2-2)-11-(2-2-2-2).

Pan Nasobek ma tri déti staré 8, 11 a 16 let.
77-1-3

Na stranach trojuhelniku ABC' jsou dany body D, E, F, G, viz obrazek. Ptritom
plati, ze ¢tyruhelnik DEFG je kosoctverec a usecky AD, DFE a EB jsou navzijem

shodné.
Urcete velikost ahlu AC'B. (1. Jancigovad)

AN

Napovéda. Jaké je vzajemné poloha ptimek AC a DF?

A D

Mozné treseni. Podle predpokladi jsou tsecky AD a GF' rovnobézné a shodné. Tedy
¢tytuhelnik ADFG je rovnobéznikem, zejména piimky AG a DF' jsou rovnobézné.
Obdobnou tvahou lze ukazat, ze také pirimky BF a EG jsou rovnobézné.
Jelikoz uhlopticky DF a EG kosoctverce DEFG jsou kolmé, jsou kolmé také
primky AG a BF. Bod C je prisecikem téchto primek, tedy thel AC'B je pravy.

C

o \p
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Jiné feseni. Podle predpokladi jsou pfimky AB a GF rovnobézné, tudiz uhly DAG
a FGC jsou shodné (souhlasné tuhly). Déle trojuhelnik ADG je rovnoramenny (AD
a DG jsou shodné), tudiz thly DAG a DGA jsou shodné. Tyto tfi navzajem shodné
thly oznac¢ime symbolem «, viz obrazek.

Obdobné lze ukazat, ze thly EBC, GFC a EF B jsou navzajem shodné; tyto tuhly
oznacime [3.

Z rovnobéznosti piimek AB a GF také plyne, ze ihly ADG a DGF jsou shodné
(st¥idavé uhly). Déale protilehlé Ghly v rovnobézniku DEFG jsou shodné, zejména DGF
je shodny s DEF'. Tyto tfi navzajem shodné thly oznac¢ime symbolem §.

Obdobné uhly BEF, EFG a EDG jsou navzajem shodné; tyto tthly oznacime e.

C
7
G _«& B\ F
o/ 0 56
@ d /e ) /¢ g
A D E B

Mezi uvedenymi thly plati nékolik vztahii, z nichz vybirame:
e ¢ = 2« (vnéjsi thel trojuhelniku ADG),
e ¢+ 25 = 180° (soucet vnitinich thli trojuhelniku FBF),
e o+ [+~ =180° (soucet vnitinich uhld trojuhelniku GFC).

Z prvnich dvou rovnosti vyplyva, ze 2a+ 28 = 180°, tedy a4 5 = 90°. Dosazenim
do treti rovnosti dostavame v = 180° — a — 8 = 90°. Tedy tthel ACB je pravy.

77-1-4
Pepik vymyslel néasledujici ulohu:

M+A+M+R+A+D+M+A+T+E+MA+A+TH+I+K+U=7

Ruzné pismena nahrazoval riiznymi ¢islicemi od 1 do 9 a zjistoval, co vychéazi.

a) Jaky nejvétsi vysledek mohl Pepik dostat?

b) Mohl dostat vysledek 507 Pokud ano, jak?

c) Mohl dostat vysledek 597 Pokud ano, urcete jaké vSechny hodnoty mohl mit soucet
M+ A+ M.

(M. Smitkovd)
Napovéda. Kolikrat se ktera pismena opakuji?

MozZné feseni. Pismena M a A jsou v Pepikové tlloze zastoupena ¢tytikrat, T dvakrat,
ostatni pismena po jednom. Pti jakémkoli nahrazeni ¢islic za pismena je soucet navzajem
riznych éislic roven 1+2+4+34+4+5+6+7+8+9 = 45. Uvedenou tlohu tedy miizeme
zjednodusené zapsat jako

SM+3A+T+45="7

(Zaména M a A nemé vliv na celkovy soucet a tyto moznosti v dal§im nerozliSujeme.)
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a) Ma4-li byt soucet nejvétsi mozny, musime nejcetnéjsi pismena nahrazovat co mozna
nejveétsimi ¢islicemi. Takto pro M =9, A =8 a T = 7 dostavame

3-9+3-8+7+45=103.

b) Soucet 50 neni mozny, nebot nahrazeni s nejmensim moznym souctem je M = 1,
A=2aT =23, atodava

3-1+3-2+3+45=57.

c) Ma-li byt soucet 59, musi byt 3M + 3A + T = 14 neboli 3(M + A) = 14 - T.
Nahrazeni za T" musi byt takové, aby rozdil 14 — T byl délitelny tfemi. Mezi ¢isly
od 1 do 9 mame nasledujici t¥i moznosti:

e Pro T = 2 vychédzi M + A = 4. Tedy muze byt bud M =1 a A = 3, nebo
M =3 a A = 1. Hledany soucet M + A+ M je bud 5, nebo 7.

e Pro T =5 vychdzi M + A = 3. Tedy muze byt bud M =1 a A = 2, nebo
M =2 a A= 1. Hledany souc¢et M + A + M je bud 4, nebo 5.

e Pro T = 8 vychazi M + A = 2. Pro tuto hodnotu nelze M a A nahradit
navzajem rtznymi c¢islicemi.

Celkovy soucet 59 je mozny; diléi soucet M + A + M muze byt 4, 5, nebo 7.

Z7-1-5

Honza vyrazil do svéta s rancem buchet. Na prvnim rozcesti potkal Dlouhého,
Sirokého a Bystrozrakého a spravedlivé se s nimi o své buchty rozdélil — kazdy dostal
¢tvrtinu buchet. Honza ze svého dilu ujedl dvé buchty a vyrazil dal.

Na druhém rozcesti potkal Jenicka a Marenku a i s nimi se spravedliveé rozdelil —
kazdy dostal tfetinu zbylych buchet. Honza ze svého dilu snédl zase dvé buchty a se
zbylymi vyrazil dal.

Na tfetim rozcesti potkal Snéhurku. I s tou se spravedlivé rozdélil, takze oba méli
polovinu zbylych buchet. Kdyz Honza snédl opét svoje dvé buchty, byl ranec prazdny,
a tak se vratil domu.

S kolika buchtami vyrazil Honza do svéta? (M. Petrovad)

Napovéda. S kolika buchtami pfisel Honza na tieti rozcesti?

Mozné feseni. Ulohu mtZeme s vyhodou fesit odzadu:

e Na tfetim rozcesti Honza snédl posledni 2 buchty, coz byla polovina z toho, co na
toto rozcesti prinesl. Na tieti rozcesti tedy prisel se 4 buchtami, a to je také pocet,
se kterym odchézel z rozcesti druhého.

e Na druhém rozcesti snédl 2 buchty (a pak vyrazil dal). Pfed tim jich tedy mél 6,
coz byla tfetina z toho, co na toto rozcesti ptrinesl. Na druhé rozcesti tedy prisel
s 18 buchtami, a to je také pocet, se kterym odchéazel z rozcesti prvniho.

e Na prvnim rozcesti snédl 2 buchty (a pak vyrazil dal). Pfed tim jich tedy mél 20,
coz byla ¢tvrtina z toho, co na toto rozcesti prinesl. Na prvni rozcesti tedy prisel
s 80 buchtami, a to je také pocet, se kterym odchézel z domova.

Honza vyrazil do svéta s 80 buchtami.
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Poznamka. Predchozi tvahy jsou zhutnény v nasledujici tabulce:

rozcesti zbylo prinesl
3 0 2.-2=14
2 4 (4+2)-3=18
1 18 (1842)-4=280

77-1-6
Pan Chrt mél ve svém psim sprezeni pét psi — Alika, Broka, Muka, Rafa a Puntu.

Premyslel, jak by mohl psy zapiféhnout do fady za sebe tak, aby Alik byl pfed Puntou.
Kolika zpiisoby to mohl pan Chrt udélat? (L. Hozova)

Napovéda. Na jakych mistech mohli byt zapiazeni Alik a Punta?

Mozné fesSeni. Pokud by byl Alik prvni, Punta by mohl byt druhy, tfeti, ¢tvrty, nebo
paty:
APxxx AxPxx AxxPx AxxxP

Pokud by byl Alik druhy, Punta by mohl byt tfeti, ¢tvrty, nebo paty:
x APxx xAxPx xAxxP
Pokud by byl Alik tieti, Punta by mohl byt ¢tvrty, nebo paty:
xx APx xxAxDP
Pokud by byl Alik ¢tvrty, Punta by musel byt paty:
xxx AP

Tedy pan Chrt mél 10 moznosti, jak zaptfahnout Alika a Punfu pozadovanym
zpusobem.

V kazdém z téchto pfipadt mohli byt zbyli tfi psové zaprazeni na neobsazena
mista (oznacend *) libovolné. A to lze provést 6 zpiisoby: jeden pes mize na kterékoli
ze t11 volnych mist, druhy pes na kterékoli ze dvou zbyvajicich mist, tieti pes neméa na
vybranou a musi na posledni volné misto (tedy 6 = 3 - 2).

Pan Chrt mohl svoje psy zapfahnout celkem 60 zptsoby (nebot 10 -6 = 60).

Poznamka. Predchozi pocitani vSech moznych poradi t¥i prvku lze zobecnit pro libo-
volny pocet; vyslednému ¢islu se Fiké faktoridl a znadi se vykfi¢nikem (zde 3! =3 -2 -
-1=6).

Vsech pét psi pana Chrta lze zaptahnout celkem 5! =5-4-3-2-1 = 120 zpisoby.
Pfitom v poloviné pfipadu stoji Alik pfed Puntou a v poloviné pfipadi je tomu naopak
(staci zaménit tyto dva psy a ostatni nechat na svych mistech). Tedy Alik pied Puntou
muze byt v 60 pripadech.
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71. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY (2021/22)

|. kolo kategorie Z8

Z8-1-1

Vérka ze tfi danych cislic sestavovala navzajem rizna trojmistna cisla, pricemz
u kazdého cisla pouzila vSechny tfi cislice. Takto sestavila vSechna mozna cisla a kdyz
je secetla, vyslo ji 1221.

Jaké ¢islice Vérka pouzila? Urcete pét moznosti. (K. Pazourek)

Napovéda. Mohla byt néktera z ¢islic 07

Mozné resSeni. Aby Vérka mohla z danych ¢islic sestavit trojmistné c¢islo, musela
byt alespon jedna ¢islice nenulova. Aby byl soucet vSech sestavenych c¢isel ¢tyrmistny,
musela sestavit alespon dvé trojmistna ¢isla. Odtud vyplyva, ze dané Cislice nemohly
byt stejné a nanejvys jedna z nich byla nulova.

V nésledujicim provéfime vSechny moznosti (rtizné pismena oznacuji rtizné nenu-
lové ¢islice):

e S jednou cislici nulovou a zbylymi dvéma nenulovymi riznymi lze sestavit ¢isla
ab0, ba0, a0b, b0a. Jejich soucet je roven

(2a +2b) - 100+ (a +b) - 10 + (a + b) = 211(a + b).

Cislo 1221 vsak neni délitelné 211, timto zptisobem tedy pozadovany soucet dostat
nelze.
e S jednou é&islici nulovou a zbylymi dvéma stejnymi lze sestavit ¢isla aa0, aOa. Jejich
soucet je roven
2a-1004+a - 10+ a = 211a.

Ze stejného dtvodu jako v predchozim pripadé takto pozadovany soucet dostat
nelze.

e S tfemi navzajem riznymi nenulovymi ¢islicemi lze sestavit ¢isla abe, ach, bac, bea,
cab, cba. Jejich soucet je roven

(2a + 2b + 2¢) - 100 + (2a + 2b + 2¢) - 10 + (2a + 2b + 2¢) = 222(a + b + ¢).

Cislo 1221 vsak neni délitelné 222, timto zptisobem tedy pozadovany soucet dostat
nelze.

e Se dvéma stejnymi nenulovymi c¢islicemi a tifetim riznym nenulovym lze sestavit
¢isla aab, aba, baa. Jejich soucet je roven

(2a +b) - 100 + (2a + b) - 10 + (2a + b) = 111(2a + b).

Protoze 1221 = 111-11, Ize pozadovany soucet dostat praveé tehdy, kdyz 2a+b = 11
neboli b = 11 — 2a. Mezi ¢islicemi od 1 do 9 vyhovuji této podmince pravé dvojice:

a=1,2 34,5,
b=9,75,3, 1.

Vérka mohla pouzit kteroukoli z nasledujicich trojic ¢islic:

(1,1,9), (2,2,7), (3,3,5), (4,4,3), (5,5,1).
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7Z8-1-2
trojuhelniku HAM a bod R lezi na polopiimce T A.

Jaky je pomeér obsahti ¢asti trojuhelniku T'RN, které jsou uvniti a vné trojihelniku
HAM? (E. Semerddovad)
Napovéda. Tézisté je prusecikem téZnic.

Mozné FeSeni. Tézisté je prusecikem téznic, a ty jsou v rovnostranném trojtihelniku
soucasné vyskami i osami vnitinich thli. Témito pfimkami je trojuhelnik HAM roz-
délen na Sest navzdjem shodnych trojihelnik.

Zejména velikosti vnittnich hld kazdého z téchto trojihelnikd jsou 90° u vrcholt
na stranach HAM (pata vysky), 30° u vrchola HAM (polovina vnitiniho thlu rovno-
stranného trojuhelniku) a 60° u vrcholu 7' (aby soucet vSech byl 180°).

Oznac¢me P prusecik stran trojuhelnikit HAM a TRN. Trojuhelnik AT P je spo-
le¢nou ¢asti trojuhelnikt HAM a T'RN. Porovnanim vnitinich thlt u vrcholu T zjistu-
jeme, ze trojuhelnik AT P je jednim ze Sesti vyse zminovanych shodnych trojuhelniki.

M

N

R

Trojahelniky HAM a T RN jsou shodné a jejich spolecna ¢ast predstavuje % obsahu
kazdého. Proto ¢ast trojuhelniku T'RN, ktera lezi vné trojuhelniku H AM , predstavuje
% jeho obsahu. Pomeér obsahti téchto ¢asti je 1 : 5.

Poznamka. Ze zadani nevime, zda bod P lezi na strané AM, nebo AH. Volba na
obrazku neni podstatnd, v obou pripadech jsou zavéry i jejich zdivodnéni stejné.

7Z8-1-3

Na nové objevené planeté ziji zvirata, kterad astronauti pojmenovali podle poctu
nohou jednonozky, dvounozky, trojnozky atd. (zvifata bez nohou nebyla nalezena).
Zvirata s lichym poctem nohou maji dvé hlavy, zvirata se sudym poctem nohou maji
jednu hlavu. V jisté prohlubni potkali skupinu takovych zvifat a napocitali u nich 18
hlav a 24 nohou.

Kolik zvitat mohlo byt v prohlubni? Urcete vSechny moznosti. (T. Bdrta)

Napovéda. Pocty hlav i nohou v prohlubni jsou sudé.

MozZné reseni. Protoze celkovy pocet hlav zvifat v prohlubni byl sudy, musel byt
pocet jednohlavych zvirat sudy. Protoze jednohlava zvifata maji sudé pocty nohou,
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dvouhlava zvifata maji liché pocty nohou a celkovy pocet nohou byl sudy, musel byt
pocet dvouhlavych zvirat také sudy. Protoze nohou bylo celkem 24, nemohlo byt jed-
nohlavych zvitat vic nez 12.

Oznac¢me pocet jednohlavych, resp. dvouhlavych zvifat v prohlubni j, resp. d.
Piedchozi zavéry odpovidaji pozadavkim, aby j a d byla kladna sudé ¢isla a j < 12.
Informace o poc¢tu hlav navic znamena j + 2d = 18. VSem témto pozadavkiim vyhovuji
pravé nasledujici dvojice cisel:

j=2,6, 10,
d=2_8, 6, 4.

Pro kazdou z uvedenych moznosti je tieba ovérit, zda mohla skute¢né nastat, tj.
zda existuje priklad pocti jednotlivych druhti zvirat se spravnym celkovym poctem
nohou:

e Pro j = 2 a d = 8 mohlo jit napt. o 2 ¢tyrnozky, 4 jednonozky a 4 trojnozky

(2-44+4-1+4-3=24).

e Pro j = 6 a d = 6 mohlo jit napf. o 6 dvounozek, 3 jednonozky a 3 trojnozky

(6-2+3-1+3-3=24).

e Pro j =10 a d = 4 mohlo jit o 10 dvounozek a 4 jednonozky (10-2+4-1 = 24).
V prohlubni mohlo byt 10, 12, nebo 14 zvirat.

Z8-1-4

V dané skupiné cisel je jedno ¢islo rovno primeéru vSech, nejvetsi ¢islo je o 7 vétsi nez
primeér, nejmensi je o 7 mensi nez prameér a vétsina cisel ze skupiny mé podprimérnou
hodnotu.

Jaky nejmensi pocet ¢isel muze byt ve skupiné? (K. Pazourek)

Napovéda. Jaky je prumér tii bliZeji popsanych ¢isel ze skupiny?

MozZné feseni. Oznacme prumér ¢isel ve skupiné p. Nejmensi ¢islo ze skupiny je p—7,
nejvetsi p + 7. Primeér téchto tii ¢isel je p, priamér zbylych ¢isel ze skupiny proto musi
byt tentyz.

Tedy néktera ze zbylych ¢isel musi byt mensi, néktera vétsi nez p. Aby navic vétsina
¢isel byla podprimérnych, musi byt téch, ktera jsou mensi nez p, alespon o dvé vic nez
téch, kterd jsou vétsi nez p.

Ve skupin€ je nejméné sedm cisel, schematicky usporddanych nasledovné:

p_77 *, *, *, b, *, p+7

Poznamky. Vyhovujicich sedmic ¢isel je neomezené mnozstvi; lze je popsat napt. takto

p_77 b—a, p_b> p—c b, p+d7 p+77

kde 0 < a,b,c,d £ 7 aa+b+ c=d. (Piikladem muze byt sedmice —7, —4, —1, —1, 0,
6, 7.)

Formalni zdtivodnéni ivodniho postiehu vyplyva z definice (aritmetického) pri-
meéru: pokud zbylych ¢isel ze skupiny je n a jejich soucet je s, potom jejich priameér je
2, zatimco priimér vSech je 2+_+3,§) = p. Upravami druhého vjrazu dostavame 2 =p.

Ulohu je mozné Fesit postupnym zvySovanim poétu &sel ve skupiné a ovéfovanim
vSech zadanych podminek.
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Z8-1-5
V pravidelném pétithelniku ABCDE je obsazen rovnostranny trojuhelnik ABM.
Urcete velikost thlu BC'M. (L. Hozova)

Napovéda. Jaké jsou velikosti vnitinich thld pravidelného pétithelniku?

Mozné resSeni. Velikost vnitinich thlt rovnostranného trojihelniku je 60°, velikost
vnitinich thla pravidelného pétithelniku je 108°. U vrcholu B tak zjistujeme, ze velikost
thlu CBM je 108° — 60° = 48°.

Usecky AB, BC a BM jsou navzajem shodné, tedy trojihelnik CBM je rovnora-
menny se zakladnou C'M. Vnitini thly u zdkladny jsou shodné a soucet vSech je primy
thel. Velikost thlu BC'M je proto rovna £ (180° — 48°) = 66°.

D

Poznamka. Obecny n-thelnik 1ze rozdélit na n — 2 trojuhelniky (jejichz vrcholy jsou
vrcholy n-uhelniku), tedy soudet velikosti jeho vnitinich Ghld je (n—2)-180°. Pravidelny
n-uhelnik mé vSechny vnitini hly shodné, tedy velikost kazdého je "T_Z - 180°. Odtud
plynou tvodni vztahy pron =3 an = 5.

Pravidelny n-thelnik lze téz rozdélit na n shodnych rovnoramennych trojihelniki
se spole¢nym vrcholem ve stfedu n-thelniku. Pro n = 5 dostavame, ze tthel ASB ma
velikost £ -360° = 72°, tedy Ze tthly SAB, SBA atd. mayji velikost 3(180° —72°) = 54°.
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Z8-1-6
Alenka dostala list papiru s nasledujicim sdélenim:

Nejvyse jedno z tvrzeni A, B, C, D, E je pravdivé.

Vsechna tvrzeni A, B, C, D, E jsou pravdivd.

SESRORE

Turzeni A je pravdive.

Tvrzeni B a D byla napsana neviditelnym inkoustem, ktery lze precist jen pod
specialni lampou. Nez Alenka takovou lampu nasla, dokézala rozhodnout, zda muze
témto tvrzenim divérovat.

Urcete i vy, kterd z tvrzeni A, B, C, D, E jsou pravdiva a ktera nepravdiva.

(1. Jancigovd)

Napovéda. Postupujte systematicky a promyslejte vSechny dusledky.

MozZné reseni. Pokud by tvrzeni A bylo pravdivé, potom by také tvrzeni E bylo
pravdivé. To by vsak byla pravdiva dvé tvrzeni, coz by bylo v rozporu s tvrzenim A.
Pokud by tvrzeni C' bylo pravdivé, potom by vSechna tvrzeni méla byt pravdiva.
To by vsak bylo pravdivych tvrzeni vic nez jedno, coz by bylo v rozporu s tvrzenim A.
Pokud by tvrzeni F bylo pravdivé, potom by tvrzeni A mélo byt také pravdivé. To
by vSak byla pravdiva dvé tvrzeni, coz by bylo v rozporu s tvrzenim A.
Tedy vSechna viditelnd tvrzeni jsou nepravdiva. Z nepravdivosti A vyplyva, ze
alespon dvé ze vSech tvrzeni jsou pravdiva, a to musi byt ta neviditelna.
Tvrzeni B, D jsou pravdiva, tvrzeni A, C, E jsou nepravdiva.

Poznamka. V pfedchozim tise pfedpoklddame, Ze kazdé z tvrzeni je bud pravdivé,
nebo nepravdivé (odborné mluvime o vgrocich). Uvédomte si, Ze existuji problematicka
sdéleni, o jejichz pravdivosti ¢i nepravdivosti nelze rozhodnout (viz napt. Toto tuvrzeni
je nepravdivé).
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71. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY (2021/22)

|. kolo kategorie Z9

Z9-1-1

Adam, Botek a Cenda porovnavali, kolik kg kastant nasbirali. Zjistili, Ze aritme-
ticky priimér toho, co nasbiral Adam s Botkem, je o 10 kg vétsi nez Cendtiv piispévek.
A aritmeticky primér toho, co nasbiral Adam s Cendou, je o 3 kg mensi nez Boiktv
prispévek.

Uréete rozdil mezi aritmetickym préimérem toho, co nasbiral Botek s Cendou,
a Adamovym prispévkem. (M. Petrovad)

Napovéda. Vyjadrete vztahy ze zadani pomoci neznamych.

Mozné FeSeni. Mnozstvi kastant (v kg) nasbirané Adamem, Botkem a Cendou ozna-
¢ime po tadé a, b a c. Podle zadani plati

a+b a-+c

5 c+ 10, 9
Chceme urcit rozdil mezi % a a. K tomu staci predchozi dvé rovnice secist a upravit:
b
e+t b,
b+c
7=

¢ 2

Adamuv prispévek je o 7 kg vétsi nez aritmeticky prumér toho, co nasbiral Bofek
s Cendou.

Poznamky. Pokud bychom hledany rozdil oznacdili x a k ivodnim dvéma rovnicim
pridali % = a — x, potom soucet vSech t¥i rovnic (a jednoduché tprava) dava = = 7.
Uvodni dvojice rovnic je ekvivalentni dvojici

a+b—2c=20, a—2b+c=—6.

Odtud lze vyjadfit dvé z neznamych pomoci tteti, a to napt. takto

26 34
b:?+c, a:§—|—c. (%)
Hledany rozdil potom vychazi
b+c 34 . 26 21 -
a — = — C—— —C= — = {.
2 3 6 3

Bez dodate¢né informace nelze urcit, kolik jednotlivi chlapci nasbirali (méné rovnic
nez neznamych). Z predchoziho postupu je vSak patrné, ze tloha je realizovatelna: at uz
Cenda nasbiral cokoli, je ¢ nezdporné, a z vyjadieni () vyplyva, Ze piispévky ostatnich
chlapci a a b jsou téz nezaporné.
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79-1-2

Jana si vymyslela 2022mistné ¢islo a jeho ciferny soucet poseptala Petrovi. Petr vy-
pocital ciferny soucet ¢isla, které mu sdélila Jana, a vysledek poseptal Zuzce. Zuzka téz
vypocitala ciferny soucet ¢isla, které dostala od Petra, a vysledek, jimz bylo dvojmistné
¢islo, poseptala Adamovi. Adam provedl totéz s Cislem od Zuzky a vysel mu ciferny
soucet 1.

Ktera ¢isla mohl septat Petr Zuzce? Uréete vSechny moznosti. (1. Jancigovd)

Napovéda. Jaky nejvétsi ciferny soucet muze mit 2022mistné ¢islo?

Mozné feseni. Ciferny soucet 2022mistného ¢isla mize byt nanejvys 2022 -9 = 18198
(tj. pro ¢islo tvorené samymi devitkami). To je zaroven nejvétsi ¢islo, které mohla
poseptat Jana Petrovi.

Ciferny soucet ¢isla, které je mensi nebo rovno 18198, muze byt nanejvys 36 (pro
¢islo 9999). To je zaroven nejvétsi ¢islo, které mohl poseptat Petr Zuzce.

Avsak Zuzka Adamovi poseptala dvojmistné ¢islo s cifernym souctem 1, tj. jediné
¢islo 10. Petr Zuzce tedy poseptal ¢islo mensi nebo rovno 36 s cifernym souctem 10,
tj. bud 19, nebo 28.

Poznamka. Ciferné soucty mohou byt v danych mezich jakékoliv, tedy jisté existuji
2022mistna c¢isla vyhovujici vSéem uvedenym informacim. Napi. ¢islo tvorené jednou
jednickou, 22 devitkami a ostatnimi ¢islicemi nulovymi m4 ciferny soucet 1+22-9 = 199,
to ma ciferny soucet 19 atd.

Z9-1-3

Je dan pravidelny trojboky hranol s podstavnou hranou délky 3,2 cm a vyskou 5 cm.
Jeho plast omotavame Sachovnicovou folii, kterd sestavé z neprithlednych a prithlednych
¢tvercovych poli se stranami délky 1cm. Zacatek félie licuje s hranou hranolu (viz
obrazek) a délka fdlie vystaci pravé na dvoji omotani celého plaste.

Kolik procent plasté hranolu bude pres folii po omotéani vidét? Tloustku félie za-
nedbejte. (K. Pazourek)

Napovéda. Kolik jakych poli je na plasti po prvnim omotani félie?

MozZné reSeni. Plast hranolu tvori t¥i shodné obdélniky s rozméry 3,2cm x 5cm,
rozvinuty plast je obdélnik s rozméry 9,6 cm x 5cm, obsah plasté je 48 cm?.
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Po prvnim omotani vypada rozvinuty plast nasledovné (pro rozliSeni vrstev pou-
Zivdme ruzné odstiny Sedé):

Na délce 9,6 cm vychézi pole Ssachovnice nasledovné: 22 prithlednych poli jsou celé
¢tverce, 3 prithlednd pole jsou obdélniky se sitkou 0,6 cm (a vyskou 1cm). O chybéjici
0,4 cm je folie posunuta pti druhém omotéani:

Vsechna prihledna pole jsou tak zmensena o 0,4 cm své Sirky. Celkem po dvojim
omotani je prihlednd ¢ast tvorena 22 obdélniky s rozmeéry 0,6 cm x 1cm a 3 obdélniky
s rozméry 0,2cm X 1cm. Pies fdlii je tedy vidét 13,8 cm? plasté hranolu (22 - 0,6 + 3 -
-0,2 = 13,8), coz z celkového obsahu 48 cm? predstavuje 28,75 % (13,8 : 48 = 0,2875).

Z9-1-4

Deltoid je konvexni ¢tyithelnik s jedinou osou soumérnosti. Deltoid ABCD je
soumérny podle thlopricky AC se stranou AB délky 5cm, se stranou BC' délky 3 cm
a s uhlem BC'D velikosti 60°. Bod FE je patou kolmice z vrcholu B na stranu AD a F

je patou kolmice z vrcholu D na stranu BC.
Urcete obvod a obsah ¢tyithelniku DEBF. (K. Pazourek)

Napovéda. Rozdélte utvary na ¢asti podle uhlopricky BD.

MozZné reSeni. Z osové soumérnosti deltoidu plyne, Ze trojuhelniky BC'D a BAD jsou
rovnoramenné. Trojuhelnik BC'D je navic rovnostranny, nebot tthel BC' D mé velikost
60°. Tedy pata vysky z vrcholu D je stfedem tusecky BC' a velikosti dvou ze ¢tyf stran
¢tyrtahelniku DEBF' jsou

3v/3

3
|BF| = 5 cm, |FD| = —5 - om.
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Uhlopticky deltoidu jsou navzéajem kolmé, jejich priisecik oznacime S. Trojthelnik
BED je podobny trojuhelniku ASD, nebot oba jsou pravouhlé a maji spoleény thel
u vrcholu D. Odtud lze porovnanim vhodnych stran vyjadrit velikost isecky D FE; z rov-
nosti [DE| : |DB| = |DS|: |DA| a |DS| = |DB| dostévame

DB|? 9
|IDB| = — (cm).

DE| = -
PEL= 5541 =~ 10

Z Pythagorovy véty v trojuhelniku BED umime vyjadrit velikost posledni strany
¢tyitahelniku DEBF'":

819 301

[BE| = /[BDE = [DE? = |/ 1= = =¥ = (cm).

Obvod ctyttuhelniku DEBF je roven

24  3v/3 301

BF FD DE EB|l= —+ — = .
Obsah ¢tyiahelniku DEBF je roven

1 9v3 2791

5(|BF| -|FD|+ |DE| - |EB|) = ‘Sf +0p = 324 (cm?).

Poznamky. Ve vyjadfeni velikosti F'D odkazujeme na dobfe znamy vzorecek pro
vysku rovnostranného trojihelniku (ktery je odvozen z Pythagorovy véty v trojihelniku
BFD).

Velikost BE lze odvodit z dvojiho vyjadfeni obsahu trojuhelniku ABD), presnéji
z rovnosti |BE| - |AD| = |AS| - |BD|, kde |AS| = @ cm je vypocteno z Pythagorovy
véty v trojuhelniku ABS.
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79-1-5
Vodnik Kebule nakupoval v rybarné kapitana Nema, kde ceny vseho zbozi byly
uvedeny v celych Supinkach. Kdyby Kebule koupil 2 raky, 3 skeble a 1 stiku, zaplatil
by 49 supinek. Pokud by prikoupil jesté 5 rakt, 11 skebli a 1 stiku, platil by celkem 154
supinek.
Kolik supinek by platil za 1 raka, 2 skeble a 3 stiky? Urcete vSechny moznosti.
(K. Pazourek)

Napovéda. Vyjadrete vztahy ze zadani pomoci neznamych.

Mozné fesSeni. Oznacme po tadé r, k a t pocet Supinek, které stoji jeden rak, jedna
skeble a jedna Stika. Informace o prvnim uvazovaném nakupu znamena

2r 4+ 3k +t =49. (1)
Za prikoupené zbozi by Kebule doplacel 154 — 49 = 105 Supinek, tedy
or 4+ 11k 4+t = 105. (2)
Odectenim prvni rovnice od druhé dostavame
3r 4 8k = 56.

Neznamé r a k jsou cela ¢isla a
3
]{? = 7 — g?", (3)

proto r musi byt délitelné osmi. Nezndmé r a k jsou navic kladna ¢isla, tedy r muze
byt bud 8, nebo 16.

Pro r = 8 a 16 umime vyjadfit k£ podle (3) a ¢ pomoci (1), resp. (2). Pokud také
t vyjde kladné, dopocitdme hledanou cenu za 1 raka, 2 skeble a 3 stiky:

T k t r+ 2k + 3t

8 4 21 79

16 1 14 60

Kebule by za 1 raka, 2 Skeble a 3 $tiky mohl platit bud 79, nebo 60 Supinek.

Poznamka. Délitelnost ¢isla r osmi znamend, ze r = 87/, kde r’ je né&jaké celé ¢islo.
Odtud podle (3) vychéazi k = 7 — 3r" a pomoci (1), resp. (2) dostavame t = 28 — 7r'.
Hledany soucet je pak roven r + 2k + 3t = 98 — 19" a sloupce v ptedchozi tabulce
odpovidaji

8r' 7—3r 28 — 7' 98 — 197/

Vsechna ¢isla jsou kladné, pravé kdyz ' je bud 1, nebo 2, coz souhlasi s vySe uvedenymi
omezenimi.
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79-1-6

Jsou dana dveé rtzna c¢isla. Pokud od kazdého ¢isla odec¢teme ¢tvrtinu mensiho cisla,
dostaneme c¢isla, z nichz jedno bude pétkrat vétsi nez druhé.

Kolikrét je dané vétsi ¢islo vétsi nez to mensi? (L. Hozovad)

Napovéda. Hraji néjakou roli znaménka uvazovanych ¢isel?

Mozné reseni. Dand ¢isla oznac¢ime m a v, pfi¢emz m < v. Uvedena relace se nezméni,
pokud od obou ¢isel odec¢teme (jakékoli) stejné ¢islo. Zejména plati

3< 1
M <v = gm.

Aby jedno z ¢isel v predchozi nerovnosti bylo pétindsobkem druhého, musi mit obé
stejna znaménka:

e Pokud jsou obé cisla kladné, potom

3 1
d-=m=v— —m.
4 4

Odtud dostavame v = %m = 4m.

e Pokud jsou obé cisla zaporna, potom

3 1
Zm:5-(v—zlm).

Odtud dostavame 5v = %m, tedy v = %m.

alno

Vztah mezi danymi ¢isly je bud v = 4m, nebo v = zm.

Poznamka. Z uvedeného mj. plyne, ze dana ¢isla maji stejnd znaménka.
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